
1 MỞ ĐẦU

Chúng ta đã biết hàm chọn xuất hiện nhiều trong các lĩnh vực của toán ứng dụng và khoa
học máy tính (chẳng hạn xem [2, 4, 5, 7]). Các mô tả tương đương của phụ thuộc hàm đã
được nghiên cứu từ khá lâu [3, 4, 6, 7]. Hàm chọn và toán tử bao đóng là hai trong số các
mô tả tương đương đó. Các mô tả tương đương này chính là các toán tử thiết lập tương
ứng giữa các tập con của một tập hữu hạn cho trước thỏa mãn một số tiên đề. Nhiều kết
quả quan trọng của phụ thuộc hàm đã thu được từ hàm chọn và toán tử bao đóng. Ngoài
ra, bản thân hàm chọn và toán tử bao đóng cũng được xem như các công cụ toán học để
phát triển một số kết quả trong các lĩnh vực khác như cơ sở dữ liệu, khai phá dữ liệu, tập
thô, tập mờ, lý thuyết quyết định, ...

Mục đích chính của bài báo là nghiên cứu một số đặc trưng cơ bản của hàm chọn để
làm sáng tỏ thêm cấu trúc đại số của nó. Với cách tiếp cận như vậy bài báo được tổ chức
thành 5 mục. Sau mở đầu, Mục 2 trình bày một số khái niệm và kết quả cơ sở của toán
tử bao đóng, hàm chọn và hàm chọn đặc biệt. Mục 3 tìm hiểu thêm một số tính chất thú
vị của hàm chọn đặc biệt. Tính đóng của lớp hàm chọn đặc biệt đối với phép toán đại số
như hội, hợp thành và một số vấn đề liên quan được nghiên cứu trong Mục 4. Cuối cùng
là kết luận.

2 ĐỊNH NGHĨA

Mục này giới thiệu khái niệm toán tử bao đóng, hàm chọn và hàm chọn đặc biệt. Các khái
niệm và kết quả trong mục này có thể tìm thấy trong [2, 4, 6, 7, 8].

Xét một tập hữu hạn bất kỳ U . Ánh xạ c : P(U) → P(U) được gọi là hàm chọn trên U
nếu với mọi X ∈ P(U) ta có c(X) ⊆ X .

Ví dụ 2.1. Các ánh xạ sau là các hàm chọn cơ bản:
(1) Ánh xạ rỗng e : P(U) → P(U) xác định bởi e(X) = ∅, với mọi X ⊆ U .
(2) Ánh xạ đồng nhất i : P(U) → P(U) xác định bởi i(X) = X , với mọi X ⊆ U .
(3) Ánh xạ bT1 : P(U) → P(U) xác định bởi bT1 (X) = X \ T , với T là một tập con cố

định cho trước của U và với mọi X ⊆ U .
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(4) Ánh xạ bT2 : P(U) → P(U) xác định bởi bT2 (X) = X ∩ T , với T là một tập con cố
định cho trước của U và với mọi X ⊆ U .

Nhận xét 2.1. Rõ ràng ta thấy:
(1) Nếu T = ∅ thì bT1 = i và bT2 = e.
(2) Nếu T = U thì bT1 = e và bT2 = i.
Ánh xạ f :P(U) −→ P(U) thỏa các tính chất sau:
(C1) X ⊆ f(X),
(C2) nếu X ⊆ Y thì f(X) ⊆ f(Y ),
(C3) f(f(X)) = f(X),

với mọiX,Y ⊆ U , được gọi là toán tử bao đóng (TTBĐ) trên U . Ký hiệu Cl(U) là tập tất cả
các TTBĐ trên U .

Bây giờ ta xét TTBĐ f ∈ Cl(U). Từ f , chúng ta xây dựng ánh xạ cf : P(U) → P(U)
như sau:

cf (X) = U \ f(U \X) (1)

với mọiX ⊆ Y . Dễ thấy cf là một hàm chọn. Lúc này, chúng ta có mối tương quan quan
trọng sau giữa TTBĐ và hàm chọn.

Định lý 2.1 ([4]). Mối quan hệ (1) là tương ứng 1-1 giữa các TTBĐ với các hàm chọn thỏa hai
điều kiện:

(H1) nếu cf (X) ⊆ Y ⊆ X thì cf (X) = cf (Y ),
(H2) nếu X ⊆ Y thì cf (X) ⊆ cf (Y ),

với mọi X,Y ⊆ U .

Người ta gọi các hàm chọn thỏa hai điều kiện (H1) và (H2) là các hàm chọn đặc biệt
(HCĐB). Ký hiệu Ch(U) là tập tất cả các HCĐB trên U .

Như vậy, từ Định lý 2.1 chúng ta thấy có một tương ứng 1-1 giữa lớp các HCĐB và
lớp các TTBĐ. Mặt khác, chúng ta đã biết TTBĐ là một mô tả tương đương của phụ thuộc
hàm [2]. Do đó, HCĐB cũng là một mô tả tương đương của phụ thuộc hàm. Điều này có
nghĩa, để nghiên cứu và phân tích các đặc trưng logic của phụ thuộc hàm chúng ta có thể
dùng công cụ HCĐB.

Ví dụ 2.2. Dễ kiểm chứng được các hàm chọn cơ bản e, i, bT1 , b
T
2 là các HCĐB.

3 TÍNH CHẤT CỦA HÀM CHỌN ĐẶC BIỆT

Mục này tìm hiểumột số tính chất của HCĐB. Đầu tiên chúng ta có kết quả cơ sở sau đây.

Mệnh đề 3.1 ([6]). Nếu c ∈ Ch(U) thì c(c(X)) = c(X) với mọi X ⊆ U .

Hàm chọn đặc biệt cũng có thêm một số tính chất thú vị nữa.

Mệnh đề 3.2. Cho c ∈ Ch(U). Khi đó, với mọi X,Y ⊆ U ta có
(1) c(X ∪ Y ) ⊇ c(X) ∪ c(Y ).
(2) c(X ∩ Y ) ⊆ c(X) ∩ c(Y ).
(3) c(c(X) ∩ Y ) = c(X ∩ c(Y )) = c(X ∩ Y ).
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Chứng minh. (1) Theo (H2), chúng ta có c(X ∪ Y ) ⊇ c(X) và c(X ∪ Y ) ⊇ c(Y ). Do vậy,
c(X ∪ Y ) ⊇ c(X) ∪ c(Y ).

(2) Lập luận tương tự (1), chúng ta cũng có c(X ∩ Y ) ⊆ c(X) và c(X ∩ Y ) ⊆ c(Y ). Suy
ra c(X ∩ Y ) ⊆ c(X) ∩ c(Y ).

(3) Chúng ta chỉ cần chứng minh c(c(X)∩ Y ) = c(X ∩ Y ), sau đó hoán đổi vai trò của
X và Y ta sẽ thu được (3).

Theo (H2) và định nghĩa hàm chọn, chúng ta có c(X ∩ Y ) ⊆ c(X) và c(X ∩ Y ) ⊆
c(Y ) ⊆ Y . Do đó, c(X ∩ Y ) ⊆ c(X)∩ Y . Mặt khác, c(X)∩ Y ⊆ X ∩ Y . Như vậy, chúng ta
thu được

c(X ∩ Y ) ⊆ c(X) ∩ Y ⊆ X ∩ Y.

Áp dụng (H1), suy ra c(c(X) ∩ Y ) = c(X ∩ Y ).

Các bao hàm thức ngược lại trong các tính chất (1) và (2) của Mệnh đề 3.2 là không
đúng. Ta xét các phản ví dụ sau.

Ví dụ 3.1. Cho tập U = {a, b}. Chúng ta định nghĩa ánh xạ ca : P(U) → P(U) như sau:
với mọi X ⊆ U

ca(X) =

{
∅ nếu a ̸∈ X

X ngược lại.

Dễ kiểm chứng được ca ∈ Ch(U).
Bây giờ ta xét X = {a} và Y = {b}. Khi đó chúng ta có:

ca(X) = X
ca(Y ) = ∅
ca(X ∪ Y ) = U .

Suy ra ca(X ∪Y ) ̸= ca(X)∪ ca(Y ). Điều này có nghĩa bao hàm thức ngược lại của tính
chất (1) trong Mệnh đề 3.2 không đúng.

Ví dụ 3.2. Cho tập U = {a, b, c}. Xét ánh xạ cb : 2U → 2U xác định bởi:

cb(X) =

{
∅ nếu X = {b}
X ngược lại.

Dễ kiểm chứng được cb ∈ Ch(U).
Với X = {a, b} và Y = {b, c}, chúng ta thu được:
cb(X) = X
cb(Y ) = Y
cb(X ∩ Y ) = ∅.

Do đó cb(X ∩ Y ) ̸= cb(X) ∩ cb(Y ). Như vậy bao hàm thức ngược lại của tính chất (2)
trong Mệnh đề 3.2 cũng không đúng.

Bây giờ, xét HCĐB c ∈ Ch(U). Ký hiệu Fix(c) = {X ⊆ U : c(X) =X}. Ta gọi các phần
tử trong Fix(c) là các điểm bất động của c.Dễ thấy Fix(c) chứa ∅ như là phần tử nhỏ nhất.

Mệnh đề 3.3. Cho c ∈ Ch(U). Nếu X,Y ∈ Fix(c), thì

c(X ∪ Y ) = c(X) ∪ c(Y ).
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Chứng minh. Giả sử X,Y ∈ Fix(c). Theo định nghĩa hàm chọn, ta có

c(X ∪ Y ) ⊆ X ∪ Y

= c(X) ∪ c(Y ).

Mặt khác, theo Mệnh đề 3.2 ta cũng có thêm:

c(X ∪ Y ) ⊇ c(X) ∪ c(Y ).

Hệ quả 3.1.
1) ∅ ∈ Fix(c).
2) X,Y ∈ Fix(c) ⇒ X ∪ Y ∈ Fix(c).

Như vậy, tập tất cả điểm bất động của HCĐB là đóng đối với phép toán hợp.

4 TÍNH ĐÓNG VÀMỘT SỐ VẤN ĐỀ LIÊN QUAN CỦA HÀM CHỌN ĐẶC BIỆT

KýhiệuMa(U) là tập tất cả các ánh xạP(U) → P(U). Chúng ta xét các ánh xạ f1, f2, g, h, k ∈
Ma(U). Các ánh xạ g, h và k xác định như sau:

g(X) = f1(X) ∩ f2(X),

h(X) = f1(X) ∪ f2(X),

k(X) = f1(f2(X)),

với mọi X ⊆ U , tương ứng được gọi là hội, tuyển và hợp thành của f1, f2 và lần lượt được
ký hiệu là g = f1 ∧ f2, h = f1 ∨ f2 và k = f1f2.

Bây giờ xét U1, U2 là hai tập hữu hạn phân biệt và hai ánh xạ f1 ∈ Ma(U1), f2 ∈
Ma(U2). Ánh xạ l : P(U1∪U2) → P(U1∪U2) xác định bởi l(X) = f1(X ∩U1)∪f2(X ∩U2)
với mọi X ⊆ U1 ∪ U2 được gọi là tích trực tiếp của f1 và f2, ký hiệu là l = f1 × f2.

LớpHCĐB là đóng đối với phép toán tuyển và tích trực tiếp, không đóng đối với phép
toán hợp thành [7]. Điều kiện cần và đủ để lớp HCĐB đóng đối với phép toán hợp thành
cũng được chỉ ra trong [7]. Tuy nhiên, trong [7] (Bổ đề 3.7) người ta khẳng định thêm lớp
HCĐB là đóng đối với phép toán hội bằng cách sử dụng công cụ TTBĐ. Trong kết quả
sau, bài báo khẳng định kết quả đó không đúng.

Mệnh đề 4.1. Hội hai HCĐB là một hàm chọn thỏa (H2) nhưng không thỏa (H1).

Chứng minh. Giả sử c1, c2 ∈ Ch(U). Suy ra c1(X) ∩ c2(X) ⊆ X với mọi X ⊆ U . Do đó,
c1 ∧ c2 là một hàm chọn trên U .

Mặt khác với X ⊆ Y ⊆ U , chúng ta có c1(X) ⊆ c1(Y ) và c2(X) ⊆ c2(Y ). Nên c1(X) ∩
c2(X) ⊆ c1(Y ) ∩ c2(Y ), nghĩa là hàm c1 ∧ c2 thỏa (H2).

Bây giờ, chúng ta xây dựng một phản ví dụ như sau: với U = {a, b} và hai ánh xạ
ba, ca : P(U) → P(U) xác định bởi:

ba(X) = X \ {a}

và

ca(X) =

{
∅ nếu a ̸∈ X

X ngược lại

16

USER
Typewriter
Một số kết quả về hàm chọn     



với mọi X ⊆ U . Dễ kiểm chứng được ba, ca ∈ Ch(U).
Lúc này
ba ∧ ca(U) = ba(U) ∩ ca(U) = {b}
ba ∧ ca({b}) = ba({b}) ∩ ca({b}) = ∅.

Suy ra ba ∧ ca({b}) ̸= ba ∧ ca(U).
Như vậy, chúng ta có ba ∧ ca(U) ⊆ {b} ⊆ U nhưng ba ∧ ca({b}) ̸= ba ∧ ca(U). Điều này

có nghĩa ba ∧ ca không thỏa (H1).
Vậy, c1 ∧ c2 không thỏa (H1).

Để ý thêm hai HCĐB ba và ca trong phản ví dụ của chứng minh Mệnh đề 4.1 cũng
khẳng định hợp thành của hai HCĐB không có tính giao hoán và không thỏa (H1), do đó
không phải là một HCĐB:

baca(U) = ba(ca(U)) = {b}
baca({b}) = ba(ca({b}) = ∅
caba(U) = ca(ba(U) = ∅.

Suy ra baca(U) ̸= caba(U), và do đó baca ̸= caba. Ngoài ra, baca({b}) ̸= baca(U). Nên,
với baca(U) ⊆ {b} ⊆ U nhưng baca({b}) ̸= baca(U). Nghĩa là, baca không thỏa (H1).

Trường hợp, hợp thành hai HCĐB có tính giao hoán khi và chỉ khi nó là một HCĐB
[6].

Bây giờ, tiếp theo chúng ta tìm hiểu một số tính chất của phép toán hội, hợp thành và
mối tương quan giữa chúng. Xét hai ánh xạ f1, f2 ∈ Ma(U). Ta nói f1 hẹp hơn f2, ký hiệu
f1 ≤ f2, nếu f1(X) ⊆ f2(X) với mọi X⊆U .

Có thể thấy ngay quan hệ hẹp hơn là một quan hệ thứ tự trênMa(U). Dễ kiểm chứng,
trênMa(U) phép toán hội và tuyển có tính phân phối phải (nhưng không phân phối trái)
đối với phép toán hợp thành. Từ định nghĩa quan hệ hẹp hơn, chúng ta dễ dàng rút ra
ngay một điều kiện đủ để lớp HCĐB là đóng đối với phép toán hội là: với mọi HCĐB
c1, c2 ∈ Ch(U), nếu c1 ≤ c2 hoặc c2 ≤ c1, thì c1 ∧ c2 ∈ Ch(U).

Mệnh đề 4.2. Nếu c1 ∈ Ch(U) và c2 là một hàm chọn, thì

c1c2 = c1 ⇔ c1 ≤ c2.

Chứng minh. Giả sử c1c2 = c1. Vì c1 ∈ Ch(U), nên c1c2(X) ⊆ c2(X) với mọi X ⊆ U , và
do đó c1(X) ⊆ c2(X) với mọi X ⊆ U .

Ngược lại, giả sử c1 ≤ c2. Vì c2 là một hàm chọn, suy ra c1(X) ⊆ c2(X) ⊆ X với mọi
X ⊆ U . Vận dụng (H1) đối với c1, chúng ta thu được c1c2(X) = c1(X) vớimọiX ⊆ U .

Bỏ đề 4.1. Với mọi ánh xạ f1, f2 ∈ Ma(U) và c ∈ Ch(U) ta có
(1) c(f1 ∧ f2) ≤ cf1 ∧ cf2.
(2) c(f1 ∨ f2) ≥ cf1 ∧ cf2.

Chứng minh. (1) Theo định nghĩa phép toán hội và Mệnh đề 3.2, với mọi X ⊆ U ta có

c(f1 ∧ f2)(X) = c(f1(X) ∩ f2(X))

⊆ c(f1(X)) ∩ c(f2(X))

= cf1 ∧ cf2(X).

Suy ra, c(f1 ∧ f2) ≤ cf1 ∧ cf2.
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(2) Lập luận tương tự như (1), chúng ta cũng có

c(f1 ∨ f2)(X) = c(f1(X) ∪ f2(X))

⊇ c(f1(X)) ∩ c(f2(X))

= cf1 ∧ cf2(X).

Do đó, c(f1 ∨ f2) ≥ cf1 ∨ cf2

Bỏ đề 4.2. Nếu c1, c2 ∈ Ch(U), thì c1c2 ≤ c1 ∧ c2.

Chứng minh. Vì c1, c2 ∈ Ch(U), nên c2(X) ⊆ X , và do đó c1(c2(X)) ⊆ c1(X), với mọi
X ⊆ U . Hơn nữa, c1(c2(X))⊆c2(X) với mọi X ⊆ U . Như vậy, c1c2(X) ⊆ c1 ∧ c2(X) với
mọi X ⊆ U .

Bỏ đề 4.3. Cho c1, c2 ∈ Ch(U). Nếu c1c2 có tính giao hoán, thì

(c1 ∧ c2)(c1 ∧ c2) = c1c2.

Chứng minh. Theo Mệnh đề 3.1, Bổ đề 4.1, Bổ đề 4.2 và tính phân phối phải của phép hội
đối với phép hợp thành ta có:

(c1 ∧ c2)(c1 ∧ c2) = c1(c1 ∧ c2) ∧ c2(c1 ∧ c2)

≤ (c1c1 ∧ c1c2) ∧ (c2c1 ∧ c2c2)

= (c1 ∧ c1c2) ∧ (c2c1 ∧ c2)

= c1c2 ∧ c2c1

= c1c2.

Hơn nữa, theo Bổ đề 4.2, c1c2 ≤ c1 ∧ c2. Bởi định nghĩa quan hệ nhỏ hơn, suy ra
(c1c2)(c1c2) ≤ (c1∧c2)(c1c2). Cũng từ c1c2 ≤ c1∧c2 vàMệnh đề 4.1, suy ra (c1∧c2)(c1c2) ≤
(c1 ∧ c2)(c1 ∧ c2). Như vậy, chúng ta thu được (c1c2)(c1c2) ≤ (c1 ∧ c2)(c1 ∧ c2). Cuối cùng,
vì c1c2 có tính giao hoán, nên c1c2 ∈ Ch(U) [6]. Do vậy, c1c2 ≤ (c1 ∧ c2)(c1 ∧ c2). Điều này
có nghĩa (c1 ∧ c2)(c1 ∧ c2) = c1c2.

Từ các kết quả cơ sở trên, chúng ta rút ra được mối tương quan sau giữa phép toán
hội và phép toán hợp thành.

Mệnh đề 4.3. Cho c1, c2 ∈ Ch(U) và c1c2 có tính giao hoán. Nếu c1∧c2 ∈ Ch(U), thì c1∧c2 =
c1c2.

Chứng minh. Giả sử c1 ∧ c2 ∈ Ch(U). Theo Mệnh đề 3.1 và Bổ đề 4.3, chúng ta thu được:

c1c2 = (c1 ∧ c2)(c1 ∧ c2)

= c1 ∧ c2.

5 KẾT LUẬN

Đầu tiên bài báo nghiên cứu một số tính chất thú vị của HCĐB. Sau đó tính đóng của lớp
HCĐB đối với phép toán hội cũng được tìm hiểu. Cuối cùng một số tính chất của phép
toán hội, hợp thành trên lớp các HCĐB cũng được nghiên cứu trong bài báo.
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This paper investigates some new properties of special choice functions, as well as the
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Keywords: Choice function, closure operation, functional dependency.

19

TẠP CHÍ KHOA HỌC VÀ CÔNG NGHỆ, Trường Đại học Khoa học, ĐH Huế             Tập 13, Số 1 (2018)

USER
Placed Image



Một số kết quả về hàm chọn 

20 

                                                               

Ông                             i T                              

                                                                  

                                                                  

                                               gi ng d y t i      

                                          

                  :                                                   

                             


	0.Toan - Nguyen Hoang Son edit 1
	2.Toan - Nguyen Hoang Son



